QUADRATI E SERIE NUMERICHE
C’entrano qualcosa i quadrati di carta con le serie numeriche?
Proviamo a rispondere insieme ai ragazzi di una classe 5^ di un Istituto Tecnico Industriale, per introdurre il concetto di serie numerica convergente.
Supponiamo di voler calcolare la seguente somma di “infiniti” termini:
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Ci chiediamo se questa somma sia un numero finito o “infinito” e se sia possibile con un procedimento costruttivo determinare l’eventuale risultato.

Consideriamo due quadrati di carta uguali tra loro e di colore diverso. Supponendo che il lato di ciascun quadrato misuri 1, anche la misura della relativa superficie sarà uguale a 1. 
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Utilizzeremo suddivisioni successive del secondo quadrato in quadrati sempre più piccoli per tassellare il primo quadrato.

Inizialmente pieghiamo il quadrato rosso secondo una mediana e pieghiamo uno dei due rettangoli così formati lungo la mediana minore; otteniamo così due quadrati di lato 
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che ritagliamo e sovrapponiamo al quadrato azzurro in modo che siano adiacenti allo stesso lato. Su ciascuno di questi quadrati scriviamo il numero corrispondente alla misura della sua superficie e cioè 
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Sommando le aree dei due quadrati con cui abbiamo ricoperto il quadrato azzurro si ottiene il valore 
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  che è il primo termine della nostra somma. Ritagliando la parte restante del quadrato rosso lungo la mediana maggiore, si ottengono due rettangoli, su uno dei quali ricaviamo 4 quadrati di lato 
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e di area 
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, con cui ricopriremo una seconda colonna del quadrato azzurro.
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Sommando le aree dei quadrati che si trovano sulla seconda colonna si ottiene il valore 
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 che è il secondo termine della somma. Procedendo ancora nella suddivisione della parte restante del secondo quadrato si potranno ritagliare otto quadrati di lato 
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e di area 
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che disposti nella terza colonna del quadrato azzurro avranno area totale uguale a 
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  che è il terzo termine della somma.
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Continuando con tassellature successive composte da quadrati di lato sempre più piccolo, la superficie totale di ogni colonna sarà rappresentata dai valori successivi della somma di partenza fino a ricoprire, se si potessero eseguire suddivisioni “infinite”, l’intero quadrato azzurro con l’utilizzo di tutta la superficie del quadrato rosso.
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Appare, a questo punto, evidente che la somma iniziale ha come risultato l’intero e cioè il valore 1 ed è quindi un esempio di somma di infiniti termini il cui esito è finito.
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La giustificazione teorica di quanto precedentemente stabilito verrà presentata ai ragazzi attraverso lo studio delle serie geometriche di cui la somma indicata è un esempio.
Osservazioni:

· l’utilizzazione dei quadrati come suddivisione del quadrato iniziale può essere evidentemente sostituita da rettangoli di altezza 1 e base 
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…; forse, però, questa seconda soluzione risulta meno suggestiva (e meno in linea con la nostra “Accademia”!);
· si può rilevare che l’errore che si commette approssimando la somma “infinita” con la somma parziale fino al termine di posto “n” è esattamente uguale a questo termine e che, quindi, se si effettua la somma “infinita” di tutti i termini da un certo termine di posto “n+1” in poi tale somma è ancora uguale al termine di posto “n”;

· sarebbe interessante indagare se modelli simili a quello presentato potrebbero essere utilizzati per risolvere altre serie (magari sarà stato già fatto da qualcuno!).
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